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2 Estructuras cristalinas.

1. Estructuras cristalinas.

1. 1. Considera la red bidimensional rectangular de la figura. En ella se han representado
los vectores base de cuatro celdas unidad diferentes.

A

B
C

B
C

DD

a) ¿Cuántos puntos de la red contiene en total cada una?

b) ¿Cuáles son primitivas?

c) ¿Cuáles son no primitivas?

d) Determina la celda de Wigner-Seitz correspondiente.

1. 2. Demostrar que la relación c/a en una estructura hexagonal compacta ideal es
√

8
3
.

1. 3. Demostrar que la fracción de empaquetamiento de las siguientes estructuras es la
que se indica:

a) Cúbica simple: π/6 ≈ 52 %.

b) Cúbica centrada en el cuerpo: π
√

3/8 ≈ 68 %.

c) Cúbica centrada en las caras: π
√

2/6 ≈ 74 %.

d) Hexagonal compacta: π
√

2/6 ≈ 74 %.

1. 4. El sodio se transforma de bcc en hcp a una temperatura de 23 K. Supongamos que
durante esta transformación la densidad del cristal permanece constante, y que la
relación c/a se corresponde con la ideal de la estructura hcp. Calcula el parámetro
de red ahcp de la celda hcp sabiendo que el parámetro de red de la celda convencional
para la fase cúbica es abcc = 4.23Å.

1. 5. En la siguiente red bidimensional, determina la celda unidad de Bravais y su base.
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1. 6. El siguiente mosaico ha sido realizado por el artista japonés Makoto Nakamura.
Identifica la celda unidad de Bravais y la base.

1. 7. Describir la estructura de la figura adjunta como red más una base atómica, y dar
su fórmula estequiométrica. ¿Es compatible con el compuesto BaTiO3?

1. 8. Demuestra que los únicos ejes de rotación compatibles con la simetŕıa de translación
son los de orden 1, 2, 3, 4 y 6.

1. 9. Determina las matrices que determinan las suguientes operaciones de simetŕıa:

a) Inversión.

b) Reflexión por un plano determinado por un vector unitario ~n perpendicular al
plano. Particulariza la expresión para un plano que contenga al eje Z y que
forme 45 grados con el eje X.
Ayuda: Conviene descomponer el vector que se refleja en sus componentes
paralela y perpendicular al plano.

c) Rotación de ángulo φ alrededor de un eje que contenga el vector unitario ~n.
Determina en concreto la matriz de rotación correspondiente a un ángulo φ
alrededor del eje Z aśı como la rotación de 180 grados alrededor de un eje
contenido en el plano XY y que forma 45 grados con el eje X.

1. 10. Considera la red cristalina bidimensional de la figura:

a) Encuentra los vectores primitivos de la red y describe la estructura en términos
de esos vectores.
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b) Analiza los elementos de simetŕıa. Busca en las tablas cristalográficas el grupo
espacial (bidimensional) apropiado para describir la estructura.

c) ¿ Cuáles son las posiciones de Wyckoff necesarias para describir la estructura?
Comprueba que tanto la multiplicidad como la simetŕıa puntual de las posicio-
nes de Wyckoff son las adecuadas.

1. 11. A la hora de describir la estructura de un sólido cristalino con simetŕıa romboédrica
los cristalógrafos prefieren a menudo describir la estructura con una celda unidad
hexagonal. Sin embargo, en los cálculos de primeros principios es más útil utilizar la
celda romboédrica, más pequeña, para ahorrar tiempo de cálculo. La relación entre
ambas celdas (siguiendo las convenciones de las tablas cristalográficas) aparece en
la Fig. a).

a) Encuentra la relación entre los parámetros de red de ambas celdas.

b) ¿ Cuántas veces es más grande la celda unidad hexagonal que la romboédrica?

c) Expresa las posiciones atómicas de la celda romboédrica en función de las
posiciones referidas a la celda hexagonal.

d) El óxido transparente conductor CuAlO2 (Fig. b) cristaliza en el grupo espa-
cial R3̄m. Las posiciones de Wyckoff de la base cristalina, referidas a la celda
hexagonal, son: Cu 3(a) (0, 0, 0), Al 3(b) (0, 0, 1/2), O 6(c) (0, 0, u). Calcula las
posiciones de Wyckoff referidas a la celda romboédrica. ¿ Cuánto vale ahora la
multiplicidad de las posiciones atómicas?.

1. 12. En el problema anterior, acerca del compuesto CuAlO2, calcula: a) las distancias
Cu−Cu, Al−Al, Cu−O, Al−O y Cu−Al, b) el ángulo Al−O−Cu. Considera que
los parámetros de la celda hexagonal son a = 2.858 Å, c = 16.958 Å y el parámetro
interno que describe la posición del ox́ıgeno vale u = 0.1099.













































+ info CuAlO2:

• http://etd.lib.nsysu.edu.tw/ETD-db/ETD-search/getfile?URN=etd-1008107-  
182140&filename=etd-1008107-182140.pdf (página 12)

• www.springer.com/cda/content/document/cda_downloaddocument/9783540447498-t1.pdf  
• www.rddiaz.info/documents/Thesis_-_Ramon_D._Diaz_-_Version_Final.pdf  
• www.rddiaz.info/documents/PPT_-_Defense_-_RD_DIAZ.ppt  
• http://jahp.info/pdf/3.2Estudio%20Comparativo%20de%20peliculas%20delgadas%20de  

%20CuAlO2%20dopadas%20con%20Mn%20y%20Fe.pdf
• http://jahp.info/pdf/3.1_presentacion_Estudio%20Comparativo%20de%20peliculas  

%20delgadas%20de%20CuAlO2%20dopadas%20con%20Mn%20y%20Fe.pdf

http://etd.lib.nsysu.edu.tw/ETD-db/ETD-search/getfile?URN=etd-1008107-182140&filename=etd-1008107-182140.pdf
http://etd.lib.nsysu.edu.tw/ETD-db/ETD-search/getfile?URN=etd-1008107-182140&filename=etd-1008107-182140.pdf
http://www.rddiaz.info/documents/PPT_-_Defense_-_RD_DIAZ.ppt
http://www.rddiaz.info/documents/Thesis_-_Ramon_D._Diaz_-_Version_Final.pdf
http://jahp.info/pdf/3.1_presentacion_Estudio%20Comparativo%20de%20peliculas%20delgadas%20de%20CuAlO2%20dopadas%20con%20Mn%20y%20Fe.pdf
http://jahp.info/pdf/3.1_presentacion_Estudio%20Comparativo%20de%20peliculas%20delgadas%20de%20CuAlO2%20dopadas%20con%20Mn%20y%20Fe.pdf
http://jahp.info/pdf/3.2Estudio%20Comparativo%20de%20peliculas%20delgadas%20de%20CuAlO2%20dopadas%20con%20Mn%20y%20Fe.pdf
http://jahp.info/pdf/3.2Estudio%20Comparativo%20de%20peliculas%20delgadas%20de%20CuAlO2%20dopadas%20con%20Mn%20y%20Fe.pdf
http://www.springer.com/cda/content/document/cda_downloaddocument/9783540447498-t1.pdf
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2. Difracción de Rayos X

2. 1. Considerar la estructura bidimensional de la figura adjunta, en la que las distancias
se dan en Å.

a) Determinar el tipo de red, los vectores base y la base de átomos.

b) Dibujar la celda de Wigner-Seitz.

c) Dibujar la red rećıproca y determinar sus vectores base.

d) Dibujar la primera zona de Brillouin.

e) Determinar el factor de estructura y comentar posibles extinciones.

2. 2. Hay al menos tres formas equivalentes de definir los vectores base (~a∗, ~b∗) de una
red rećıproca asociada a una estructura periódica bidimensional:

i) Los vectores de la red rećıproca son los que cumplen:

~ai · ~a∗

j = 2πδij j = 1, 2

ii) Escoger un vector auxiliar ~c, con módulo unidad y perpendicular tanto a ~a

como a ~b, para a continuación emplear las fórmulas utilizadas en la descripción
de estructuras tridimensionales:

~a∗ = 2π
~b × ~c

~a · (~b × ~c)

~b∗ = 2π
~c × ~a

~a · (~b × ~c)

iii) El vector ~a∗ se define perpendicular a ~b y con módulo 2π/d10, donde d10 es

la distancia interplanar (10). El vector ~b∗ es perpendicular a ~a y tiene como

módulo 2π/d01. Como consecuencia, el ángulo que forman ~a y ~b más el que
definen sus rećıprocos es igual a π.

Comprueba que las tres definiciones son equivalentes y que todas dan lugar a la
siguiente expresión:

~a∗ =
2π

|~a ×~b|2
{

b2~a −
(

~a ·~b
)

~b
}

~b∗ =
2π

|~a ×~b|2
{

−
(

~a ·~b
)

~a + a2~b
}

Calcula los vectores base de la red rećıproca asociada a una malla hexagonal plana.
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2. 3. a) Calcula gráficamente la densidad superficial de nudos de la red, σ, para los
planos (100), (110) y (111) de una estructura fcc.

b) Demuestra que la densidad superficial de nudos se puede calcular como σ = d/v,
donde v es el volumen de la celda primitiva unidad y d es el espaciado entre
los planos de la familia.
Nota: Por plano de la familia se entiende el conjunto de planos paralelos,
equiespaciados, que juntos contienen todos los puntos de la red.

c) Prueba que las familias de planos con mayor densidad superficial de nudos son
la {111} en la estructura fcc y la {110} en la estructura bcc.
Ayuda: Utiliza la relación entre las familias de planos y los vectores de la red
rećıproca.

2. 4. Obtén la relación entre el espaciado de los planos (hkl) y los parámetros de una
red hexagonal haciendo uso de la red rećıproca.
En la figura de la izquierda se han representado los espectros de difracción de la de-
lafosita CuAlO2 tomados a dos presiones diferentes, utilizando radiación sincrotrón
con longitud de onda λ = 0.3738 Å. Las experiencias de difracción de rayos X a
alta presión permiten obtener las ecuaciones de estado de los compuestos y las com-
presibilidades de los parámetros de red. Estima el valor de las compresibilidades
de los ejes (hexagonales) a y c. Para facilitar la tarea en la figura de la derecha se
muestra la indexación de los picos de difracción basada en la utilización de la celda
hexagonal.

2. 5. Demuestra que la red rećıproca de una red centrada en caras de lado a es una red
centrada en cuerpo de lado 4π/a. Calcula las coordenadas de los puntos de la zona
de Brillouin L, X y W representados en la figura.
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2. 6. Probar que existe un ĺımite superior para el valor de la longitud de onda que un
cristal puede difractar en condiciones de máximo. ¿Cuál es el sentido f́ısico de esta
limitación?

2. 7. Calcular los ángulos de difracción de primer orden (n = 1) de los planos 100 y 110
de una red sc con parámetro de red de 3 Å. Tener en cuenta que la longitud de
onda de la radiación incidente es de 1 Å. Si la red fuera bcc, ¿se encontraŕıan haces
difractados para estos mismos ángulos?

2. 8. Verificar que un cristal fcc monoatómico tiene los mismos máximos de difracción
cuando se considera como como red fcc o como red sc con base de cuatro átomos.

2. 9. En un diagrama de polvo de rayos x de una sustancia cúbica, obtenido con la
radiación Kα del cobre (λ = 0.1542 nm) aparecen ĺıneas para ángulos de Bragg de
12.3◦, 14.1◦, 20.2◦, 24.0◦, 25.1◦, 29.3◦, 32.2◦y 33.1◦. Asignar ı́ndices a estas ĺıneas.
Decidir si es cúbica simple, centrada en el centro o en las caras, y calcular la
constante de red.

2. 10. Considerar la estructura del diamante como una celda sc con una base de ocho
átomos.

a) Determinar la posición de los átomos de la base.

b) Calcular el factor de estructura.

c) Identificar los valores de los ı́ndices de Miller para los que no habrá difracción.

2. 11. En un experimento de difracción de rayos x llevado a cabo con radiación de λ =
0.15406 nm se ha recogido un gráfico para un elemento del sistema cúbico que
muestra picos de difracción para ángulos 2θ de 40.113◦, 46.659◦, 68.080◦y 82.090◦.
Determinar la estructura cristalina del elemento y su constante de red.

2. 12. El grafeno es una lámina plana de átomos de carbono, dispuestos en los vértices
de hexágonos regulares, de un solo átomo de espesor, tal y como se muestra en la
figura (a). Cuando las láminas monoatómicas se apilan, dan lugar al grafito que
se emplea, por ejemplo, en las minas de los lápices. Una estructura similar es la
del nitruro de boro [figura (b)], donde en vez de átomos de carbono la estructura
alterna átomos de nitrógeno y boro.
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a) Describir estas estructuras como red más base. Dar las coordenadas de los vec-
tores primitivos y de los átomos de la base con respecto a los ejes xy indicados.

b) Representa las redes rećıprocas correspondientes junto con sus vectores base y
sus coordenadas, aśı como la primera zona de Brillouin.

c) Se hacen incidir sobre el grafeno rayos X de longitud de onda 3l/2, donde l es
la distancia entre primeros vecinos. Si la dirección de incidencia es según el eje
y, ¿ cuántos haces difractados se observarán?, ¿ qué ángulos formarán con el
haz incidente? ¿ Y si la dirección de incidencia es a lo largo del eje x?

d) Si el experimento se realizara con el nitruro de boro, ¿cuáles seŕıan las diferen-
cias con el difractograma de rayos x del grafeno?

2. 13. Encuentra las ausencias sistemáticas inducidas por los siguientes elementos de si-
metŕıa:

a) Red con centrado A.

b) Red con centrado I.

c) Plano de deslizamiento perpendicular a a y con translación b/2.

d) Plano de deslizamiento perpendicular a a y con translación b/2 + c/2.

e) Eje helicoidal 21 según b.

f) Eje helicoidal 31 según c.
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3. Dinámica de red

3. 1. Considerad una cadena lineal en la cual todos los átomos tienen la misma masa,
pero las constantes de fuerza entre los átomos más próximos son alternativamente
C y 10C, como se indica en la figura.

a) Deducid la relación de dispersión ω(k) para los modos acústicos y ópticos.

b) Encontrad las amplitudes relativas para el desplazamiento de los átomos en
cada una de las ramas.

c) Obtened el valor de las frecuencias de oscilación cuando k → 0 (centro de la
zona de Brillouin), describiendo el movimiento relativo de los átomos dentro
de la celda unidad y en celdas contiguas.

d) Obtened el valor de las frecuencias de oscilación cuando k = ±π/a (borde de la
zona de Brillouin). Describir el movimiento relativo de los átomos en la celda
unidad y en celdas contiguas en este caso.

3. 2. Comprobad que en el ĺımite M1 → M2, la relación de dispersión de una cadena
diatómica con átomos equidistantes coincide con el de una cadena monoatómica.
Ayuda: tened en cuenta el cambio de parámetro de red entre las dos estructuras,
aśı como el cambio en la extensión de la primera zona de Brillouin.

3. 3. En un experimento de difracción de neutrones, neutrones de una determinada
enerǵıa interaccionan con los fonones de un cristal, perdiendo enerǵıa. Las lon-
gitudes de onda del haz de neutrones son de 3.14 Å y 5.00 Å antes y después de
la dispersión. El vector de ondas de los neutrones dispersados, ~k′ forma un ángulo
de 45◦ con el vector ~k de los neutrones incidentes. Teniendo en cuenta estos da-
tos, calcula la longitud de onda de los fonones que intervienen en este proceso de
dispersión.

3. 4. Una experiencia Brillouin se puede realizar con diferentes geometŕıas experimenta-
les, según muestra la parte superior de la figura [J. Raman Spectrosc. 34, 633-637
(2003)]. En los esquemas se aprecia que un fotón con vector de onda ki (en el vaćıo)
incide sobre un medio transparente con ı́ndice de refracción n, es dispersado por
un fonón con vector de onda q y finalmente la radiación con vector de onda kd es
detectada.
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a) Calcula el vector de onda del fonón que interviene en cada proceso de dispersión.

b) En una experiencia Brillouin llevada a cabo con agua a alta presión y tempe-
ratura, en la configuración de retrodispersión, se ha obtenido el espectro de la
parte de bajo de la figura [Ultrasonics 44, e1495-e1498 (2006)]. La raya central
se corresponde con la difusión elástica de la radiación incidente (λ = 514.5 nm).
La ĺıneas B1 y B2 estan asociadas a la difusión inelástica de la radiación in-
cidente con la creación o aniquilación de un fonón. Sabiendo que el ı́ndice de
refracción en las condiciones del experimento tiene un valor de 1.42, calcula la
velocidad del sonido en el agua.

3. 5. Considerad el cristal bidimensional con un solo tipo de átomos dispuestos como se
indica en la figura adjunta.

a) Calculad la menor longitud de onda que puede tener una onda acústica que se
propague en el cristal.

b) Calculad el número de modos normales que puede haber en un cristal de este
tipo que mida 1 cm2.

3. 6. Considerad un cristal tridimensional con un eje de rotación de orden 4. Demostrad
que si la dirección del vector de ondas del fonón, ~k, coincide con este eje, uno de los
modos normales está polarizado paralelamente a ~k y los otros dos son degenerados
y polarizados perpendicularmente a ~k.

3. 7. La velocidad de propagación del sonido en una barra ciĺındrica es un 5 % mayor
cuando se la somete a un esfuerzo en la dirección longitudinal. Suponiendo que la
deformación es uniforme:

a) Discutid si el esfuerzo es de tracción o compresión.

b) Sabiendo que el módulo de Young de la barra es de 2×1011 Pa, estimar el valor
del esfuerzo aplicado.

3. 8. En este problema vamos a estimar la velocidad del sonido en el Na ĺıquido. Para
ello:

a) Calcula la fuerza restauradora que aparece cuando se desplaza un ión de Na de
su posición de equilibrio una distancia r, considerando que la fuerza es debida
a la nube de carga electrónica de radio r centrada en la posición de equilibrio.

b) Estima el módulo de compresibilidad B mediante su definición P = −B ∆V
V

.

c) Calcula la velocidad del sonido.

Para resolver el problema se puede considerar que la coordinación de los átomos de
Na en el ĺıquido es muy parecido al del Na en la estructura bcc, con una constante
de red de 4.23 Å.
Dato: Densidad del Na ĺıquido: 920 kg/m3
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3. 9. El objetivo del problema es estudiar los modos de vibración de la delafosita CuAlO2

(problema 1.11) a partir de un modelo de muelles. Para simplificar el cálculo apro-
vecharemos al máximo la simetŕıa de la estructura.

a) Consideramos que el vector de ondas de los fonones estudiados tienen la di-
rección del enlace Cu − O, correspondiente a un eje de simetŕıa de orden 3.
Analizamos únicamente los modos de vibración polarizados según el eje de si-
metŕıa (problema 3.6). Escribe la lagrangiana del sistema en esas condiciones.

b) Deduce las ecuaciones del movimiento.

c) Tanto el átomo de Cu como el de Al están situados en sendos centros de
inversión. ¿ Qué restricciones impone este hecho a su movimiento en los modos
de vibración con simetŕıa par? ¿ Cómo ha de ser el movimiento de los ox́ıgenos?

d) Calcula la frecuencia de vibración del modo par en centro de zona.
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4. Propiedades térmicas de los sólidos

4. 1. Considerar una cadena monoatómica lineal de constante de red a, cuya relación de
dispersión viene dada por ω2(k) = 2

M
C[1 − cos(ka)]. Calcular:

a) La velocidad del sonido en ese medio.

b) La densidad de estados de fonón.

c) La densidad de estados en la aproximación de Debye.

d) Comparar gráficamente las densidades de estados de los apartados b) y c).

4. 2. Considera un sólido tridimensional isótropo a temperatura T . Utilizando la aproxi-
mación de Debye, calcula la probabilidad de encontrar un fonón con frecuencia ω,
sabiendo que viene dada por el producto de la probabilidad de ocupación < n > a
esa frecuencia y el número de estados con esa frecuencia. ¿Cuál será la frecuencia
más probable de los fonones?

4. 3. Calcula la enerǵıa de vibración por átomo del punto cero (T → 0) de un cristal
tridimensional en la aproximación de Debye. Estima dicho valor para el helio sólido
(ΘD =24 K) y para el diamante (ΘD =2250 K)

4. 4. Determina la densidad de estados de un cristal tridimensional, uno bidimensional
y otro unidimensional en la aproximación de Debye. Utilizando estos resultados,
encuentra la dependencia con la temperatura del calor espećıfico de los tres tipos
de cristales en el ĺımite de muy bajas temperaturas.

4. 5. Consideremos un sólido cristalino monoatómico con red cúbica simple de constante
de red a = 5 Å. Supondremos que la velocidad de propagación del sonido es isótropa,
igual a 7000 m/s a una temperatura de 300 K.

a) En la aproximación de Debye, estima cuál será la frecuencia máxima de vibra-
ción de los átomos. ¿Depende esta frecuencia de la temperatura? Justifica la
respuesta.

b) Calcula la temperatura de Debye de este material.

c) Estima la capacidad caloŕıfica por mol de este sólido.

4. 6. Consideremos un cristal bidimensional en el que los fonones longitudinales tienen
una relación de dispersión ω(k) = A

√
k, donde A es una constante.

a) Determina la densidad de estados de fonón.

b) En el ĺımite T → 0, la contribución de los fonones longitudinales al calor
espećıfico es proporcional a T s. Encontrad el valor de s.

4. 7. Una varilla de zafiro cristalino tiene 3 mm de diámetro. La velocidad del sonido
en el zafiro es aproximadamente 5 × 103 m/s, considerándola isótropa e igual en
todas las ramas fonónicas. La densidad del zafiro es 4×103 kg/m3, su temperatura
de Debye de 1000 K y su peso molecular de 102 g/mol. Calcula la conductividad
térmica de la varilla a 1 K.
Nota: Tened en cuenta que a esta temperatura tan baja el recorrido libre medio
de los fonones queda determinado por el tamaño del cristal.

4. 8. El criterio de Lindemann sugiere que los metales se funden cuando la amplitud
cuadrática media de vibración, medida en unidades de distancia interatómica, ex-
cede un valor cŕıtico. Determina la temperatura de fusión utilizando el modelo de
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Debye y considerando que la fusión se produce cuando la amplitud de vibración
alcanza el 9 % de la distancia a primeros vecinos.
Calcula la temperatura de fusión del Cu utilizando el criterio de Lindemann. Con-
sidera que el Cu adopta una estructura fcc con parámetro de red de 3.615 Å. Su
temperatura de Debye es de 343 K. La masa de un átomo de Cu es de 63.546 u.

4. 9. La expansión térmica se puede comprender desde un punto de vista clásico con-
siderando la asimetŕıa que introduce la parte anarmónica del potencial en el des-
plazamiento de los átomos alrededor de la posición de equilibrio. Como ejemplo
cualitativo, considera que la enerǵıa potencial de un átomo cuando se le desplaza
una distancia x de su posición de equilibrio viene dada por:

U(x) = cx2 − gx3 − fx4

con c, g y f positivos. Utiliza la estad́ıstica de Maxwell-Boltzmann para calcular el
valor medio del desplazamiento < x >.
Sabiendo que el valor del coeficiente de dilatación térmica del Cu es de 1.7 ×
10−5 K−1, estima el orden de magnitud del término cúbico respecto del cuadrático
para el Cu a temperatura ambiente y a la temperatura de fusión (1360 K). Utiliza
los datos necesarios del problema 4.8.

4. 10. Considera una cadena lineal de átomos, de longitud L y parámetro de red a, some-
tida a un potencial con un término anarmónico:

U(x) =
1

2
kx2 − gx3

donde x = d − a, siendo d la distancia entre dos átomos vecinos.

a) ¿ Cómo cambia la constante del muelle cuando la distancia de equilibrio entre
átomos cambia en una cantidad ∆x?

b) Calcula el parámetro de Grüneisen γ = −∂ lnω/ ln ∂L.

4. 11. Partiendo de las relaciones termodinámicas entre el calor espećıfico a presión cons-
tante y el calor espećıfico a volumen constante:

CP − CV = T

(

∂P

∂T

)

V

(

∂V

∂T

)

P

CP

CV
=

(

∂P
∂V

)

S
(

∂P
∂V

)

T

a) Demuestra que CP = (1 + 3αγT )CV , donde α es el coeficiente lineal de expan-
sión térmica y γ es el parámetro de Grüneisen.

b) Estima la diferencia relativa entre los dos calores espećıficos en el Si sabiendo
que α = 2.92 × 10−6 K−1, que el módulo de compresibilidad isotermo vale
99 GPa y estimando el parámetro de Grüneisen a partir del comportamiento
del modo TO bajo presión (ωTO = 519.5 cm−1, dωTO/dP = 5.2 cm−1/GPa).
Justifica f́ısicamente la magnitud del resultado obtenido.

c) Estima el cociente entre el módulo de compresibilidad isotérmico y el isoentrópi-
co en el Si.
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4. 12. a) Muestra que la ecuación de movimiento de un oscilador anarmónico:

mẍ + 2cx − 3gx2 = 0

admite una solución del tipo:

x =
∞
∑

n=1

aneinω0t

con ω0 =
√

2c/m. Discute el resultado en términos creación, destrucción y
dispersión de fonones.

b) En la gráfica se muestran las curvas de dispersión de los fonones de la delafosita
CuAlO2. Γ indica el centro de la zona de Brillouin. T , X y L son puntos de
borde de zona, según se ha representado en la figura de la esquina superior
izquierda. Sugiere posibles decaimientos del modo Eg de centro de zona.
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5. Estructura electrónica: Bandas y Enlaces

5. 1. En la figura se representan las curvas de dispersión electrónicas correspondientes a
una estructura cúbica simple en el ĺımite de potencial de interacción nulo. Identifica
el origen de cada banda y calcula las enerǵıas Γ1, Γ2, Γ3 y X1,X2, X3.

5. 2. Considérese un cristal unidimensional. Dentro del modelo de electrones cuasi-libres,
el potencial cristalino puede describirse de acuerdo con el potencial unidimensional
de la figura, donde U0 = 1 eV y a=5 Å.

Determinar:

a) El parámetro de red del cristal y el de la red rećıproca.

b) La primera zona de Brillouin.

c) Determinar los coeficientes de Fourier del potencial. ¿Para qué vectores de la
red rećıproca los coeficientes son no nulos?

d) Determinar para qué vectores de la red rećıproca tienen lugar los tres primeros
intervalos de enerǵıa prohibida, aśı como la anchura de estos intervalos.

e) Compara la anchura de los intervalos prohibidos con la enerǵıa de la banda en
el punto de la zona de Brillouin donde aparece el intervalo.

f) Si cada átomo del cristal aporta un electrón, ¿ ante qué tipo de compues-
to estamos (aislante, conductor. . . ) ¿Y si cada átomo aportara dos electrones
libres?

5. 3. Comenta de forma razonada si las siguientes afirmaciones sobre el efecto de un
potencial periódico débil sobre los estados electrónicos son verdaderas o falsas:

a) El potencial sólo actúa de forma significativa sobre los estados electrónicos cuyo
vector de onda coincide con un vector de la red rećıproca.
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b) El potencial cambia fuertemente aquellos estados electrónicos que tienen una
enerǵıa que coincide con la de otros estados.

c) El gap aparece para las fronteras de zona (planos Bragg).

5. 4. Razona si son ciertas las siguientes afirmaciones sobre el carácter conductor o ais-
lante de un cristal:

a) Un cristal con un número impar de electrones de valencia por átomo siempre
será un conductor.

b) Un cristal con un número par de electrones de valencia por celda primitiva
siempre será un aislante.

5. 5. Considera un cristal con estructura cúbica simple de parámetro de red a = 1 Å, tres
de cuyos electrones tienen como vectores de onda ~k1 = (10−2, 0, 0) Å−1, ~k2 = (1, 1, 0)

Å−1, ~k3 = (π, π/3, 0) y ~k4 = (2π, 0, 0) Å−1. En la aproximación de electrones
cuasilibres, ¿ cuáles de ellos son los más afectados por el potencial periódico en
comparación con lo que obtendŕıamos para electrones libres?

5. 6. Considera una red bidimensional en la que los iones ejercen un potencial periódico
débil sobre los electrones de la forma

U(x, y) = −4U cos
(

2πx

a

)

cos
(

2πy

a

)

.

a) Describe los parámetros de la red bidimensional con la periodicidad de este
potencial.

b) Dibuja la red rećıproca correspondiente, aśı como la primera zona de Brillouin.

c) Considera un electrón con vector de ondas ~k = (π/a, π/a). ¿Corresponde al
borde de zona? Su enerǵıa, ¿se verá afectada por el potencial U? Dibuja este
punto en la red rećıproca.

d) Determina los coeficientes de Fourier del potencial.

e) Encuentra los vectores ~Gi de la red rećıproca que cumplen

ε0(~k) = ε0(~k − ~Gi) ,

donde ε0(~k) = h̄2k2/(2m), y ~k = (π/a, π/a). Dibújalos en la primera zona de
Brillouin.

f) Encuentra la anchura de la banda prohibida de enerǵıa en el punto (π/a, π/a).

5. 7. Considera una red monoatómica hexagonal bidimensional de parámetro de red a.
Su red rećıproca también es hexagonal, y su parámetro de red es 4π/(a

√
3), tal

como aparece en la figura.
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a) Dibuja la primera, segunda y tercera zonas de Brillouin.

Considera que los átomos ejercen sobre los electrones un potencial débil que viene
dado por la expresión:

U(x, y) = U0

{

cos

[

2π

a

(

x +
y√
3

)]

+ cos

[

2π

a

(

x − y√
3

)]

+ cos

(

4πy

a
√

3

)}

b) Calcula el gap de enerǵıa en el centro de las lados de la primera zona de
Brillouin.

c) Calcula el gap de enerǵıa en una esquina de la primera zona de Brillouin (basta
con plantear el sistema de tres ecuaciones lineales que conduce al resultado).

5. 8. Una estructura cristalina bidimensional, de red cuadrada y parámetro de red a tiene
una base formada por dos átomos idénticos en (0, 0) y (a

2
, a

4
).

a) En la aproximación de electrones cuasilibres, encuentra los planos de Bragg
para los que no se observará el gap de enerǵıa.

b) Comentar si existe alguna relación entre los ceros del factor de estructura de
la base encontrado en la difracción de rayos X y el apartado anterior.

c) Dibujar las tres primeras zonas de Brillouin, aśı como los planos de Bragg para
los que no se observará el gap de enerǵıa.

5. 9. Considera un cristal unidimensional con átomos espaciados regularmente.

a) Calcula y representa la relación de dispersión de la primera banda, ε(k) utilizan-
do la aproximación de electrones fuertemente ligados. Considera sólo orbitales
s e interacción con primeros vecinos.

b) Calcula y representa la densidad de estados correspondiente.

5. 10. La primera banda de conducción de un sólido con estructura cúbica se puede des-
cribir, en el contexto de la teoŕıa del electrón fuertemente ligado, y considerando
únicamente órbitales de tipo s e interacción a primeros vecinos, con una relación
de dispersión:

Ec(~k) = E0 − β − γ
∑

m

ei~k·~Rm

donde E0, β y γ son constantes, ~k es el vector de onda y ~Rm es el vector de posición
del m-vecino más próximo al de referencia, que tendrá posición ~R0 = 0. Teniendo
en cuenta esta expresión, representa Ec(~k) para los puntos y direcciones de simetŕıa
especificados de la zona de Brillouin de un cristal cuyos átomos estén dispuestos
según:

a) Una red cúbica simple (sc). Considerad el camino ΓRMXΓM de la figura.

b) Una red cúbica centrada en caras (fcc). Estudiad el camino ΓXWΓL.

En los dos casos calcula cuánto vale el ancho de banda, localiza el mı́nimo de la
banda y calcula la masa efectiva alrededor de dicho punto.
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5. 11. Las superficies de enerǵıa constante en el silicio son elipsoides cerca del mı́nimo
de la banda de conducción. Si el eje z se hace coincidir con una de las direcciones
< 001 >, la relación de dispersión se puede escribir:

Ec(~k) = E0 +
h̄2

2mt
(k2

x + k2
y) +

h̄2

2ml
k2

z

donde mt y ml son las masas efectivas transversal y longitudinal, respectivamente.
La simetŕıa del cristal hace que hayan M = 6 elipsoides equivalentes.

a) Demuestra que el número de estados por unidad de volumen con enerǵıa com-
prendida entre E y E + dE viene dado por:

g(E) =

√
2

π2h̄3 m
3/2
d

√

E − E0

donde md = M2/3(m2
tml)

1/3 es una masa efectiva equivalente.

b) Calcula el número de estados que existen en el Si entre E0 y E0 + kT , donde
k es la constante de Boltzmann y T=300 K.

Datos: mt = 0.19 me, ml = 0.98 me

Sol: md = 1.08 me, nest = 2.1 · 1019 est/cm3
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6. Metales

6. 1. Considera la estad́ıstica de Fermi:

f(E, T ) =
1

e
E−EF

KT + 1
.

a) Prueba que la probabilidad de que un estado con la enerǵıa de Fermi esté ocu-
pado es 1/2, independientemente de la temperatura.

b) Determina la recta tangente a f para una enerǵıa igual a la de Fermi.

c) Prueba que la función f , a temperatura constante, tiene un punto de inflexión
para la enerǵıa de Fermi.

d) Determina la enerǵıa para la cual la recta corta a f = 1 y f = 0. Evalua f en
estos puntos y compara el valor con los ĺımites f = 1 y f = 0.

e) Demuestra que la probabilidad de ocupación de los estados por debajo del
nivel de Fermi disminuye en la misma medida que aumenta la probabilidad de
ocupación por encima de esta enerǵıa.

f) Teniendo en cuenta los resultados anteriores, aproxima la distribucion de Fermi
para T << TF por tres tramos rectos de forma adecuada.

g) Utilizando esta aproximación, estima la fracción de electrones de un gas de
electrones libres con enerǵıa mayor que la de Fermi.

h) Calcula de forma simplificada la contribución del gas de electrones libres al
calor espećıfico de los metales.

6. 2. La aleación binaria CuZn sufre cambios estructurales a medida que se aumenta la
concentración de Zn. La estructura del cobre puro es fcc. Esta fase se mantiene
hasta una cierta concentración de Zn, a partir de la cual aparece la fase bcc.

Para entender esta transformación conviene calcular el número medio n de electro-
nes libres por átomo. A partir de la estructura electrónica del Cu y el Zn se sabe
que el Cu aporta un electrón libre, mientras que el Zn aporta dos. Se encuentra que
a unos 600oC la fase bcc comienza a aparecer cuando n = 1.36, y cuando n ≥ 1.50
la fase bcc se desestabiliza. Para interpretar estos cambios, determina:

a) El valor de n para que la esfera de Fermi toque la frontera de la primera zona
de Brillouin de un cristal fcc.

b) El valor de n para el que la esfera de Fermi toque la frontera de la primera
zona de Brillouin en un cristal bcc.

Comenta tus resultados para explicar el cambio de fase de la aleación teniendo en
cuenta el modelo de electrones cuasilibres.

6. 3. Considérense tres hipotéticos sólidos bidimensionales con concentraciones electróni-
cas n1 = 1.30 × 1014 cm−2, n2 = 1.20 × 1015 cm−2 y n3 = 2.49 × 1015 cm−2. Su
estructura cristalina es una red rectangular de parámetros a = 0.625 nm y b = a/2.
Suponiendo que las superficies de Fermi son circulares:

a) Dibuja la red rećıproca y las dos primeras zonas de Brillouin.

b) Calcula el radio del ćırculo de Fermi y dibujarlo sobre las zonas de Brillouin.

b) Discute si cada uno de estos sólidos es conductor o aislante, y si conducirá por
electrones, huecos o por ambos tipos de portadores.



20 Metales

6. 4. Para estudiar las propiedades del cobre se le aplica una presion hidrostática, de
forma que el material se comprime.

a) Encuentra la variación de la enerǵıa de Fermi con el volumen del cristal.

b) Determina el módulo de compresibilidad del gas de electrones de conducción
del cobre cuando la temperatura tiende al cero absoluto.

c) Sabiendo que el módulo de compresibilidad del cobre, medido experimental-
mente, vale 134 GPa, discute la importancia de la contribución de los electrones
libres.

Datos: peso atómico 63.5 g/mol, densidad 8.9×103kg/m3.

6. 5. Un gas bidimensional de electrones es un gas de electrones libres de moverse en
un plano, pero fuertemente confinados en la dirección perpendicular a él. Este tipo
de comportamiento se encuentra habitualmente en transistores y pozos cuánticos.
Considera un gas bidimensional de electrones que se encuentra confinado en un
plano de espesor d por un potencial infinito en la superficie del plano y 0 en su
interior.

a) Calcula los niveles de enerǵıa del gas de electrones incluyendo el efecto del
confinamiento cuántico.

b) Dibuja un esquema de la estructura de bandas resultante. Para ello considera
d = 20 Å y calcula la enerǵıa de las tres primeras subbandas en centro de
zona. Determina además la enerǵıa de la primera subbanda en borde de zona,
teniendo en cuenta que la periodicidad de la red bidimensional está descrita
por una red cuadrada con parámetro de red a = 4 Å.

c) Obtén la densidad de estados del gas bidimensional de electrones.

d) Determina la densidad de electrones necesaria para que la segunda subbanda
empieze a llenarse a T = 0.

e) ¿Cuánto valdrá la enerǵıa media por electrón si el material tiene la densidad
de electrones del apartado anterior?

6. 6. En ciertos materiales con dimensiones del orden del nanómetro, como nanotubos
de carbono, hilos cuánticos o nanocolumnas semiconductoras, los electrones son
libres de moverse en una direccion, pero se encuentran fuertemente confinados en
la direccion radial. Podemos asimilar el comportamiento de estos electrones al de
un gas de unidimensional de electrones libres de moverse a lo largo del eje z y cuya
enerǵıa viene dada por:

En(k) =
h̄2k2

2m
+ εn ,

donde n es un entero y εn representa la enerǵıa del n−ésimo nivel.

a) En un modelo sencillo, en el que el gas de electrones está confinado en una caja
de paredes infinitas, los niveles de enerǵıa εn vienen dados por:

εn =
h̄2π2

2mL2

(

n2
1 + n2

2

)

,

donde L es la dimensión de la caja. Se considera que el gas de electrones
está confinado cuando la separación entre niveles es superior a la enerǵıa térmi-
ca. Estima el tamaño de la caja para que el gas de electrones esté confinado
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a T = 4.2 K (temperatura del helio ĺıquido), T=77 K (nitrógeno ĺıquido) y a
T=300 K (temperatura ambiente).

b) Determina la enerǵıa de los dos primeros niveles de enerǵıa si L = 50 Å.

c) Calcula la densidad de estados por unidad de enerǵıa del gas de electrones
unidimensional.

d) Se estudia un nanotubo con una concentración electrónica de 107 cm−1. ¿ Dónde
está situado el nivel de Fermi a 4.2 K?

e) ¿Cuál será la contribución electrónica al calor espećıfico de una nanoestructura
en las condiciones del apartado anterior?

6. 7. El aluminio es un metal trivalente cuyos electrones de valencia pueden describirse
mediante el modelo de gas de electrones libres. La densidad del aluminio es de 2700
kg/m3, su peso atómico 27 y su temperatura de Debye 428 K. Encuentra:

a) La densidad de electrones libres.

b) La temperatura de Fermi.

c) El cociente entre la capacidad caloŕıfica fonónica y la capacidad caloŕıfica
electrónica a T = 1 K, 4.2 K, 77 K, 300 K y 933 K (temperatura de fusión).

6. 8. Determina en un modelo de electrones libres el recorrido libre medio de los electrones
de conducción en una muestra de Cu cuyo tiempo de relajación es τ = 10−9 s. El
parámetro de la celda (centrada en caras) es a = 3.61 Å.

6. 9. Se considera una muestra de Cu que se ha impurificado de manera controlada con
un 0.2 % de átomos de Ag. A una temperatura lo suficientemente baja para que
la contribución de las vibraciones sea despreciable, la resistividad de la muestra es
2 × 10−10 Ω · m. Suponiendo que los electrones se comportan como libres, calcula
la sección eficaz de difusión de los electrones por las impurezas de Ag.

La enerǵıa de Fermi del Cu es de EF = 7 eV

6. 10. Se aplica un campo magnético B sobre una muestra metálica cuyo tiempo de re-
lajación es τ = 3 × 10−10 s. Determina el valor del campo para que el electrón
describa una órbita completa, en la aproximación de los electrones libres.

6. 11. Las propiedades de transporte de una muestra se ven afectadas por su tamaño
cuando éste es lo suficientemente pequeño para ser comparable al recorrido libre
medio de los electrones. Considera una muestra metálica de longitud L y de sección
transversal d2 (con d << L). La densidad de electrones de conducción es n y
el camino libre medio, debido a las impurezas, λ. Utilizando el mode de Drude,
realiza un cálculo aproximado de la dependencia de las siguientes magnitudes con
la dimensión transversal de la muestra:

a) El camino libre medio electrónico l(d) .

b) La resistividad eléctrica ρ(d).

c) La resistencia eléctrica R(d).
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7. Semiconductores

7. 1. La estructura del Si es del tipo diamante, con parámetro de red a = 5.43 Å.

a) Calcula la densidad de átomos de Si por cm3.

b) Se dopa un cristal de Si con átomos de P con una concentración de Nd =
1016 cm3. Suponiendo que todos los átomos de P substituyen a átomos de Si,
¿ qué proporción de átomos de Si han sido substituidos? ¿ Cuál es la distancia
media entre átomos de P ? Compara esta distancia con el radio de Bohr asociado
a la impureza hidrogenoide. Repite el cálculo para Nd = 1019 cm3.

Datos: ǫ = 11.7ǫ0, m∗

c = 0.3me.
Sol: a) 5·1022 cm−3, b) Uno cada 5 millones, 500 Å; Uno cada 50, 10 Å; aB ∼ 20 Å

7. 2. El antimoniuro de indio (InSb) tiene una banda de enerǵıa prohibida Eg=0.17 eV a
una temperatura de 300 K, una permitividad dieléctrica relativa de 18 y una masa
efectiva electrónica m∗

e = 0.015 me. Calcula:

a) La enerǵıa de ionización de las impurezas dadoras.

b) El radio de la órbita del estado fundamental de dichas impurezas.

c) Determinar la concentración mı́nima a la que las funciones de onda de los
electrones en estas impurezas comenzarán a solaparse (transición de Mott).

7. 3. Las masas efectivas para electrones y huecos de un semiconductor intŕınseco son,
respectivamente, de me = 0.2 m0 y mh = 2 m0. Si la banda prohibida es de 2
eV a temperatura ambiente y el coeficiente de temperatura de la misma es de
−5 · 10−4 eV/K:

a) Determı́nese la posición del nivel de Fermi y la concentración de electrones y
huecos a 1000 K

b) ¿A qué temperatura alcanzará el nivel de Fermi la banda de conducción?

7. 4. Este problema aborda la conductividad de un substrato de GaAs preparado bajo
diferentes condiciones. En una aplicación particular se deseaŕıa que el substrato
fuese aislante.

a) Supón que el semiconductor se pudiese preparar puro, sin ningún tipo de im-
purezas. ¿ Cuál seŕıa su resistividad a 300 K?

b) En la práctica es imposible prepararlo con menos de 1014 impurezas por cm3.
Asume que las impurezas son dadoras e hidrogenoides. ¿ Cuánto vale la enerǵıa
de enlace de un electrón de la impureza? ¿ Cómo se compara este valor con
kT?

c) ¿ Dónde está el nivel de Fermi del material más puro que se puede preparar en
la práctica? ¿ Cuánto vale su resistividad?

d) El substrato se dopa deliberadamente con Cr, con una concentración de 1017 cm−3.
Cada átomo de Cr introducido aporta un electrón al cristal. Los átomos de Cr
dan lugar a un nivel profundo, doblemente degenerado, situado 0.7 eV por
debajo de la banda de conducción. Razona, a partir de la ecuación de conser-
vación de la carga, que el nivel de Fermi se ha de situar muy cerca del nivel
profundo. En ese caso, ¿ cuánto vale la resistividad a 300 K?
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Datos:

Eg = 1.4 eV, m∗

e=0.07, m∗

h=0.5, µe = 8500 cm2V −1s−1, µh = 400 cm2V −1s−1,
ǫ = 13ǫ0.

7. 5. En una experiencia se midió la variación de la conductividad del InAs al introducir
diferentes concentraciones de impurezas aceptoras hidrogenoides. La banda prohi-
bida del InAs es de 0.33 eV . La movilidad de electrones y huecos es de 33000 y
460 cm2/V s, respectivamente, mientras que las masas efectivas tienen un valor de
m∗

e = 0.02 m0 y m∗

h = 0.41 m0.

a) Calcula la conductividad a temperatura ambiente cuando Na = 0 (intŕınseco),
Na = 2.5 · 1014 cm−3 y Na = 1015 cm−3. ¿ Cómo explicas la variación de la
conductividad con la concentración de impurezas?

b) Demuestra que en general la conductividad presenta un mı́nimo para una con-
centración de huecos determinada. Calcula el valor mı́nimo de la conductividad
en función de la conductividad intŕınseca.

7. 6. Una muestra de germanio tiene los siguientes valores de resistencia eléctrica a las
temperaturas que se indican:

T (K) 310 321 339 360 383 405 434
R(Ω) 13.5 9.10 4.95 2.41 1.22 0.74 0.37

a) Teniendo en cuenta que la densidad del germanio es 4.4×1022 átomos/cm3,
calcula la anchura de la banda de enerǵıa prohibida.

b) Se añade una concentración de 0.0001 % de átomos de As. Sabiendo que la
masa efectiva electrónica vale 0.73 y la de huecos 0.16, ¿en qué régimen se
encuentra el semiconductor a 300 K, extŕınseco o intŕınseco?

7. 7. Un equipo electrónico contiene componentes con uniones p-n con una concentración
de 1012 cm−3 de impurezas dadoras en la región n y la misma concentración de
impurezas aceptoras en la zona p. El gap del semiconductor vale 0.7 eV, y las masas
efectivas de electrones y huecos son iguales a 0.3 me. Si la enerǵıa de ionización de
las impurezas vale 0.01 eV, determina si será necesario refrigerar el equipo.

7. 8. Tenemos un diodo de unión pn, de Si, con una sección transversal de 10−4 cm2 y
las siguientes propiedades a 300 K:

Región n Región p
Nd = 1017 cm−3 Na = 5 · 1015 cm−3

τp = 10−7 s τn = 10−6 s
µn = 850 cm2/V s µn = 1250 cm2/V s
µp = 320 cm2/V s µp = 420 cm2/V s

a) Haz un esquema del diagrama de bandas de la unión en equilibrio, calculando en
particular el potencial de barrera y la distancia del nivel de Fermi con respecto a las
bandas de valencia y conducción. b) Calcula la anchura de la zona desierta de carga.
c) ¿ Cuánto vale la corriente que atraviesa el diodo si aplicamos una diferencia de
potencial directa de 0.5 V?
Datos: Eg = 1.12 eV, m∗

e=1.08, m∗

h=0.56, ǫr=11.8.
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7. 9. A través de una unión p-n actuando como rectificador pasa una corriente de 10
µA cuando se polariza en modo inverso. ¿Qué corriente pasaŕıa si se polarizara en
modo directo con una tensión de 0.25 V? Supón T = 300 K.
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8. Dieléctricos

8. 1. La figura muestra el ı́ndice de refracción del NaCl en la región espectral del infra-
rrojo. Los datos mostrados pueden modelizarse de forma aproximada suponiendo
que la resonancia es debida a las vibraciones del complejo iónico Na+ Cl−. Si los
pesos atómicos del sodio y cloro son 23 y 35.5 respectivamente, utiliza los datos de
la gráfica para estimar el valor de:

a) La constante dieléctrica estática del NaCl.

b) La frecuencia natural de oscilación de la molécula de NaCl.

c) La fuerza recuperadora del oscilador por unidad de longitud (es decir, la cons-
tante del muelle equivalente).

d) La densidad de moléculas de NaCl por unidad de volumen.

e) La constante de amortiguamiento de las oscilaciones.

f) El coeficiente de absorción máximo.

8. 2. Argumenta en cuales de los siguientes sólidos esperaŕıas una fuerte absorción infra-
rroja:

a) hielo

b) germanio

c) argon sólido a 4 K

d) ZnSe

e) SiC

8. 3. a) Demuestra que la reflectividad de un cristal con un cierto carácter polar cuyos
iones oscilan con amortiguamiento despreciable es cero para la frecuencia:

ω =

√

√

√

√

ε(0) − 1

ε(∞) − 1
ωTO

b) Comprueba que la ecuación anterior se puede reescribir como:

ω =

√

√

√

√

1 +
1 − ε(∞)

ε(0)

ε(∞) − 1
ωLO
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c) Utilizando la ecuación anterior y valorando los órdenes de magnitud a partir de
los datos del InAs, demuestra que en los semiconductores polares la frecuencia
del fonón longitudinal óptico se puede aproximar por la frecuencia donde la
reflectividad se anula.
Datos InAs: ε(0)) = 15.1, ωTO = 219 cm−1, ωLO = 243 cm−1

8. 4. La figura muestra la reflectividad infrarroja medida para un cristal de AlSb. Utiliza
estos datos para estimar:

a) La frecuencia de los fonones LO y TO en el centro de la zona de Brillouin.

b) Las constantes dieléctricas de baja y alta frecuencia.

¿Son los resultados experimentales consistentes con las relaciones de Lyddane-
Sachs-Teller?

8. 5. Las constantes dieléctricas estática y de alta frecuencia del InP valen 12.5 y 9.6
respectivamente, y la frecuencia del fonón TO es de 9.2 THz. Calcula el vector de
ondas de un modo polaritónico con una frecuencia de 8 THz.

8. 6. En un semiconductor la frecuencia de plasma se puede acercar a la de las vibraciones
ópticas dopando el semiconductor con una concentración adecuada de impurezas.

a) Demuestra que la constante dieléctrica en el rango espectral en el que contri-
buyen tanto las oscilaciones de plasma como las vibraciones ópticas se puede
escribir como:

ε = ε∞

(

1 +
ω2

LO − ω2
TO

ω2
TO − ω2 − iωΓ

− ω2
p

ω(ω + iγ)

)

donde ω2
p = ne2/(ε∞m∗

e) es la frecuencia de plasma.

b) Determina la concentración de electrones libres necesarios para la que la fre-
cuencia de plasma de un cristal de GaAs dopado n coincida con la del fonón
longitudinal óptico, que se encuentra a 297 cm−1. Ten en cuenta que la masa
efectiva electrónica del GaAs es 0.067 me, y que ε∞ =10.9.

c) Como consecuencia de la interacción entre entre las vibraciones longitudinales y
la oscilación del colectivo de electrones libres (acoplamiento fonón-plasmón), la
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constante dieléctrica se anula a frecuencias diferentes a la del fonón longitudinal
óptico. Encuentra dichas frecuencias en el ĺımite en el que Γ → 0 y γ → 0 y
represéntalas gráficamente en función de la frecuencia de plasma.

Datos: ωTO = 273 cm−1.

8. 7. La ionosfera refleja las ondas de radio con frecuencias menores de 3 MHz, pero
transmite ondas de mayor frecuencia. Estima la densidad de electrones libres en la
ionosfera.

8. 8. El cesio metal es transparente a la radiación electromagnética de longitud de onda
por debajo de 440 nm. Calcula el valor de la masa efectiva del electrón en el Cs
sabiendo que su valencia es 1 y su densidad 0.91×1028 m−3.

8. 9. Estimar la penetración de las ondas de radio de 200 kHz en el agua de mar, que
tiene una conductividad de unos 4 Ω−1m−1. Discute las dificultades que aparecen
al intentar comunicar con un submarino sumergido utilizando radiofrecuencias.

8. 10. En el contexto de la teoŕıa de la variable compleja, el ı́ndice de refracción complejo,
ñ = n + iκ, tiene propiedades anaĺıticas similares a la constante dieléctrica. Por
tanto, el ı́ndice de refracción n y el coeficiente de extinción κ son mutuamente
dependientes a través de una relación del tipo Kramers-Kronig:

n(ω) = 1 +
1

π
℘
∫

∞

−∞

κ(Ω)

Ω − ω
dΩ

κ(ω) = −1

π
℘
∫

∞

−∞

n(Ω) − 1

Ω − ω
dΩ

donde ℘ denota la parte principal de la integral.

a) Demuestra, integrando por partes, que la contribución al ı́ndice de refracción
de los procesos de absorción está relacionada con los cambios en la pendiente
del coeficiente de absorción α a través de la expresión:

n(ω) = 1 +
c

2πω
℘
∫

∞

0
ln

∣

∣

∣

∣

Ω + ω

Ω − ω

∣

∣

∣

∣

dα(Ω)

dΩ
dΩ

b) Suponemos que tenemos un proceso de absorción cuyo coeficiente de absorción
se puede modelizar con una función escalón de altura α0 = 4000 cm−1, teniendo
lugar el escalón a 800 nm. Calcula ∆n = n0 −n∞, donde n0 y n∞ representan,
respectivamente, el ı́ndice de refracción a frecuencias mucho más bajas y mucho
más altas que la frecuencia a la que ocurre el escalón.




























